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ABSTRACT 

Let E be a set of N points in [O,I[n eRn. 
We first divide [O,l[n into 2nk half open 
hypercubes called in the following way: 

U(n.k) = {~ 
n 
n 

j=1 

where Vj; 0 ~ mj < 

We define. for each k. Ek as the set: 

(1) 

(2) 

Each uk E Ek is mapped onto x (uk) ENn, 
with a weight P(uk) ER: 

~ [~ ~[ 
uk = j= 1 2k ' 2k 

=> ~(uk) = (m
1 
••••• mn) E Nn 

uk 
E Ek <=> uknE"~ 

E) I (3) 
=> P (~) = Card (u

k 
n 

Then. we can define a near-neighbor graph 
Gk (Ek • Uk ): 

U = 
k 

n 
{(x(uk ). ~(uk»; 1 

i=l 
Im - m' I = l} 

i i 

where mi and m! are the ith components of 

x (u
k

) and x(u
k
). 

( 4) 

To build an intrinsic representation of G
k is to give.each edge a direction (number between 

1 and p) by defining a representation function D 
from Uk into {±j; 1 <j~ p}. such that: 

D(x.y) = D (x.z) => y = z (5) 
D(x,y) + D (y,x) =0 (6) 
(X,y) e:G 

k 
(x, z) E:G D(x,y) D (z,t) (7) 

k => 
(z,t) EG D(x,z) D (y.t) 

k 
(y, t) EG 

k 
An application of this technique on petro­

leum data is presented. 

R~SUME 

Soit E un ensemble de N points dans [O.l[n 
eRn. Nous definissons tout d' abord une 
partition de [O.I[n en 2nk ~ypercubes semi 
ouverts de la maniere suivante: 

U(n.k) 
n 

{~= n 
j=1 [~ k ' 2 

?u V j ; 0 ~ m j < 2k} (1) 

Soit l'ensemble Ek defini de la maniere 
suivante: 

A chaque uk E ~ est associe un element 
~ (uk) E Nn et un poids p(uk) ER par: 

~ [~ ~[ 
uk j=l 2k ' 2k . 

=> ~(uk) = (m 1 ... • .mn) E N
n 

uk E Ek <=> uk n E I ~ 

=> p (~) = Card (u
k 

n E) 
(3 ) 

On peut donc definir sur Ek un graphe de 
voisinage, Gk = (Ek , ~): 

n 
Uk = {(x(uk ), ~(uk»; 1 

i=l 
I m - m'l = I} 

i i 

ernes ou mi et m! sont les i composantes de 

x (uk ) et x(uk ). 

(4) 

Construire une representation intrinseque 
du graphe G

k 
c'est assigner a chaque arete une 

direction (nombre entre I et p) et un signe. On 
definit pour cela une fonction de representation 
D from Uk dans {±j; I <j~ p} verifiant: 

D(x,y) = D (x,z) ,;. y = z (5) 
D(x,y) + D (y,x) = 0 (6) 
(x,y) EG 

(x.z) E G
k 

D(x,y) D (z, t) (7) 
k => 

(z.t) EG .D(x,z) D (y,t) 
k 

(y.t) E Gk 
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I. INTRODUCTION 

La Reconnaissance des Formes peut etre d€­
finie comme l'interpretation d'une representation, 
c'est a dire un traitement d'une representation 
initiale du probleme, permettant de decrire celui 
ci dans un espace simple, que l'on appelle e6paee 
d' .i.YLteJI.p,,-UatiOYl. r 1]. 

En Analyse de Donnees, la representation 
initiale d'un probleme est un nuage de points de 

Rn. L'espace d'interpretation est, soit un ensem­
ble fini (classification automatique), soit un 
espace vectoriel de dimension reduite (en general 
2 ou 3). 

C'est a cette seconde categorie de methodes 
que nous nous interessons ici. 11 existe une 
abondante litterature dans ce domaine, et une 
etude bibliographique assez complete a ete faite 
dans un article recent [2J. 

Nous avons propose, dans un travail recent 
[3J, des methodes basees sur une digitalisation 
du nuage de points, c'est a dire qui considerent 
celui-ci comme une .image muttidimeYl.6.i.oYl.Yl.eile. 

L'idee consiste alors a chercher a analyser 
la 60Jtme du nuage ainsi represente. Des resultats 
theoriques sur ces problemes ont ete presentes, 
principalement sur leur complexite [4J. 

Nous proposons ici un algorithme simple et 
rapide pour representer dans un espace de faible 
dimension un nuage de points digitalise. 

2. POSITION DU PROBLEME --------------------
Soit E un ensemble de N points dans. l'hyper­

cube unitaire [O,l[n de Rn. Nous definissons 

tout d'abord une partition de [O,l[n en 2nk 

hypercubes semi ouverts, de la maniere suivante: 

n 

TT 
j=1 

ou, . 0 < 2k pour tout J, ~ m. 
J 

Soit l'ensemble Ek de£ini de la 

suivante: 

E = k ~~ E U(n,k) ~ nE" "" 

( I) . 

maniere 

(2) . 

A chaque ~ E Ek est associe un element 

x(~) E N 
n et un poids p(~) E R, 

n [ :~ m;: I_I u = 7T 
k 

j=1 

n .- ~(~) = (m l ,··· ,mn ) E N 

~ E Ek <=> ~ n E -F 0 

p (~) = Card (~ n E) 

par: 

(3) 

On peut donc definir sur Ek un gnaphe de 

vo,u,.i.nage, 

i=1 
Im.-m~I=I} 

~ ~ 
(4) 

. ernes ou m. et m~ sont les ~ composantes de 
~ ~ 

Pour chaque Ek C ~n, il existe des ensembles 

y C ~p, avec p ~ n, tels que le graphe defini 
sur y par la relation (4) soit isomorphe a G

k
. 

Nous nous posons alors le probleme de 
trouver la valeur minimale de p pour laquelle 
un tel Y existe. 

3. LA RELATION DE PARALLELISHE ---------------------------
Nous proposons une solution constructive du 

probleme precedent. Soi t G = (X, U) un graphe 
repondant a la definition (4). 

Nous commencons par d€finir la notion 
d' aJt~ pCtlUlUe£.e6. 

Soient (x,y) et (x',y') deux arcs du graphe. 
lIs sont dits paralleles s'il existe deux che­
mins elementaires disjoints 

(x ... xi ... X')! 
ayant 

(y ••• y ..•• y') 
. ~ 

meme nombre d'arcs 

et dont les sommets sont 2 a 2 voisins 

Cette relation est reflexive, symetrique et 
transitive: c'est une relation d'equivalence. 
Nous appellerons l'ensemble quotient Q(G) : 
c'est une partition de 

Elle possede une propricte importante, qui 
est qu'un arc (x,y) n'est jamais parallele a 
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son inverse (y,x). On pe ut meme montrer qu'a 
toute c lasse d' equi valence a correspond une ° 

classe a-I formee des arcs inverses de ceux de a. 

Soit un sommet z du graphe G. Etiquetons 
chaque sommet x du graphe par le nombre d'arcs 
~z,x) du plus court chemin entre z et x. 

Soit U l'ensemble des arcs tels que l'ex­
tremite aitZune etiquette superieure a celie deo, 
l'origine. On pose G = (X,U ).3i une classe 
d'equivalence a est ~omposeezd'arcs de G alors 
a-I ne l'est pas, par definition. Z 

La figure I represente un tel graphe Gz ' 
et les classes d'equivalence associees. 

Nous supposons que G ne peut contenir i 
la fois des arcs appartenint a a et des arcs 
appartenant a a-I -

Un tel graphe sera dit o4ientable. Soit 
Q(G ) l'ensemble des classes d'equivalence des 
arci de G . z 

Deux classes d'equivalence a et S Geront 
dites o4thogonale& s'il existe un sommet w 
ayant dans Gz deux successeurs x et y tels que 

\ (w,x) f a I 
~ (w,y) E oS ~ 

Ces relations peuvent etre representees 
sur un tableau, comme le montre la figure 2. 

Ces definitions nous permettent de poser 
de fa~on constructive le probleme de la recher­
che d'une representation intrinseque.o 

Trouver une representation intrinseque du 
graphe G c'est trouver une partition de l'en-

semble Q(G ) telle que, si a et S sont ortho­
z 

gonales alors elle it, appartiennent pas a~_la 
meme classe de la partition. 

Le probleme pose i la fin du paragraphe 
precedent est equivalent a un probleme de colo­
ration de graphe, c'est-i-dire un probleme 
NP-complet. ' 

Nous proposons donc une formulation per­
mettant une solution plus simple. 

Si nous fixons le nombre de clas~es p, 
alors le probleme peut se resoudre par un algo­
rithme d'optimisationtres simple. 

Soit une partition de Q(Gz) en p classes 

9l= {CI,.·.,Cp} 

A une telle partition, on peut toujours 
associer une representation (avec recouvrements) 
comme le montre la fig. 3. Soit a E c .. 
On- appelle w.(a) le nombre d'elements1de C. 

J J 
orthogonaux if a. 

On va alors definir une nouvelle partition 
en ajoutanta i la classe C. telle que Wj (a) 
soit le plus petit possible~ et en l'effa~ant 
de C .• 

1 

Si i=j, alors on considere un autre 
element a. 

Cet algorithme iteratif fait decroitre le 
critere 

P 
L 

i=1 
L 

aEC. 
1 

C'est bien ce que nous cherchons, puisque 
'U7 est le nombre d'elements d'une meme classe 

C. qui sonOt orthogonales entre elles. 
1 

Cet algorithme est assez simple i implanter, 
et nous montrons son fonctionnement sur un 
exemple simple, sur la figure 4. 

On peut constater sur la figure 4 que le 
resultat obtenu est satisfaisant, c'est-i-dire 
qu'on obtient une representation avec peu de 
recouvrements. 

Nous allons maintenant revenir plus en 
details sur les limites de la methode. 

5. LIMITES DE LA METHODE ---------------------
Nous avons vu dans le paragraphe 3 que 

l'algorithme precedent ne pouvait fonctionner 
que si le graphe G etait o4ientable. 

Mais le fait que l'algorithme precedent 
puisse fonctionner ne garahtit pas que le 
resultat soit admissible, c'est-i-dire qu'une 
representation intrinseque telle que W = 0 
soit effectivement sans recouvrements. 

On peut montrer que, pour que ce resultat 
soit "admissible", il faut que le graphe G 
ait quelques proprietes supplementaires [3]. 

Ilodoit etre euclidien, c'est-i-dire que 
deux chemins C et CZodifferents et de longueur 

minimale 
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entre x et y doivent etre tels que tout arc de 
Cl soit parallele a un arc de C2 et recipro-
quement. ' 

11 doit de plus etre ettiptique, c'est a 
dire qu'il doit exister deux sommets a et b 
tels que : 

Pour tout sommet x, l(x,a)+l(x,b) = l(a,b) 
oil l(x,y) est le nombre d'arcs dans le plus 
court chemin de x a y. 

Ces contraintes restreignent la generalite 
de notre algorithme. On montre cependant faci­
lement que tout graphe est une reunion de sous 
graphes elliptiques. 11 suffit alors ~e cons­
truire la representation intrinseque dechacun 
de ces sous graphes. 

6. APPLICATIONS ------------
La representation intrinseque d'un graphe 

construit sur un nuage de points permet d'ana­
lyser la forme de ce nuage. 

En effet, construire une representation 
intrinseque, c'est assigner a chaque arc du 
graphe une direction. 

Le nuage initial dans Nn etant une repre­
sentation, a chaque arc du graphe on pourra 
associer sa direction initiale et sa direction 
dans la representation intrinseque. Les axes 
de coordonnees de la representation intrinse­
que pourront ainsi etre interpretes dans l'es­
pace de depart. 

Nous avons ,donc bien un outil permettant 
d'analyser la forme d'un nuage de points. 

La methode de representation propose dans 
cet article, tout comme les methodes d~crites 
dans un precedent travail [3], [5], [6], ont pour 
but une representation visuelle des donnees. 

Elles sont donc tout naturellement des tines 
a faire partie d'uns systeme conversationnel 
d'analyse de donnees. En effet, les methodes de 
classification automatique par optimisation, de 
plus en plus utilisees consistent a ameliorer 
une partition initiale au sens d'un certain 
critere. L'experience montre que, sur des don­
nees reelles, le choix de cette partition ini­
tiale est important. Une representation visuel-

,le des donnees telle que celle que nous propo­
sons peut aider a faire ce choix. 

Une autre application est l'aide a l'inter­
pretation d'une classification, obtenue par une 
methode quelconque. La representation visuelle 
du nuage de points correspondant a chaque clas~ 
se facilite l'interpretation de la classifica­
tion. 
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entre x et y doivent etre tels que tout arc de 
Cl soit parallele a un arc de C2 et recipro-
quement. ' 

11 doit de plus etre ettiptique, c'est a 
dire qu'il doit exister deux sommets a et b 
tels que : 

Pour tout sommet x, l(x,a)+l(x,b) = l(a,b) 
oil l(x,y) est le nombre d'arcs dans le plus 
court chemin de x a y. 

Ces contraintes restreignent la generalite 
de notre algorithme. On montre cependant faci­
lement que tout graphe est une reunion de sous 
graphes elliptiques. 11 suffit alors ~e cons­
truire la representation intrinseque dechacun 
de ces sous graphes. 

6. APPLICATIONS ------------
La representation intrinseque d'un graphe 

construit sur un nuage de points permet d'ana­
lyser la forme de ce nuage. 

En effet, construire une representation 
intrinseque, c'est assigner a chaque arc du 
graphe une direction. 

Le nuage initial dans Nn etant une repre­
sentation, a chaque arc du graphe on pourra 
associer sa direction initiale et sa direction 
dans la representation intrinseque. Les axes 
de coordonnees de la representation intrinse­
que pourront ainsi etre interpretes dans l'es­
pace de depart. 

Nous avons ,donc bien un outil permettant 
d'analyser la forme d'un nuage de points. 

La methode de representation propose dans 
cet article, tout comme les methodes d~crites 
dans un precedent travail [3], [5], [6], ont pour 
but une representation visuelle des donnees. 

Elles sont donc tout naturellement des tines 
a faire partie d'uns systeme conversationnel 
d'analyse de donnees. En effet, les methodes de 
classification automatique par optimisation, de 
plus en plus utilisees consistent a ameliorer 
une partition initiale au sens d'un certain 
critere. L'experience montre que, sur des don­
nees reelles, le choix de cette partition ini­
tiale est important. Une representation visuel-

,le des donnees telle que celle que nous propo­
sons peut aider a faire ce choix. 

Une autre application est l'aide a l'inter­
pretation d'une classification, obtenue par une 
methode quelconque. La representation visuelle 
du nuage de points correspondant a chaque clas~ 
se facilite l'interpretation de la classifica­
tion. 
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sens de l'etiquetage 
) 

Figure 1. Exemple de graphe oriente obtenu apres etiquetage. 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 1 0 0 1 1 1 1 1 
2 0 1 0 1 1 1 1 1 
3 0 0 1 0 0 1 1 1 
4 1 1 0 1 1 0 1 1 
5 1 1 0 1 1 0 0 1 
6 1 1 1 0 0 1 0 1 
7 1 1 1 1 0 0 1 1 
8 1 1 1 1 1 1 1 1 

Figure 2. Orthogonalite entre les classes d'equivalence du graphe de la Figure 1. 

Iteration 1 {I 2 3 4} Cl 
{5 6 7 8} C

2 

Representation 

3 sur 2 
4 sur 2 

.-------41 

1 2 5 7 10 
9 12 

14 
17 
18 

6 sur 5 2 
8 sur 7 

11 sur 9 
13 sur 12 
15 sur 14 
16 sur 14 

Figure 3: Representation correspondant a une partition (exemple des Figures 1 et 2). 
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Iteration 2 : 2 3 4 
5 6 781 

Representation : 

4 sur 3 
8 sur 7 

11 sur 9 
13 sur 12 
15 sur 14 
16 sur 14 

Iteration 3: 2 3 4 5 
6 7 8 1 

Representation: 

4 sur 3 
8 sur 7 

10 sur 9 
15 sur 14 

Iteration 4 

Representa ti on 

4 sur 2 
6 sur 5 

15 sur 14 

STOP 

2 4 
6 7 

5 
8 1 

- S6 -

.------~1 

2 

2 

3 

2 

136 
2 5 7 10 

1 3 
2 5 

1 3 
2 5 

8 
11 

9 12 
14 
17 
18 

6 
7 9 

11 13 
16 

7 
10 
13 
16 

12 
14 
17 
18 

9 
12 
14 
17 
18 

1 

1 

Figure 4 Fonctionnement de 1 'algorithme. La partition initiale est celle de la Figure 3. 
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